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У даній роботі запропонована одновимір­
на математична модель багатофазної дифу­
зії в бінарній металевій системі. При побудові 
моделі буловраховано вплив різниці парціаль­
них мольних об’ємів компонентів системи на 
процеси міжфазової взаємодії.
Ключові слова: бінарна металева система, 
багатофазна дифузія, парціальний молярний об’єм.
В данной работе предложена одномерная 
математическая модель многофазной диф­
фузии в бинарной металлической системе. 
При построении модели было учтено влияние 
различия парциальных мольных объемов ком­
понентов системы на процессы межфазного 
взаимодействия.
Ключевые слова: бинарная металлическая 
система, многофазная диффузия, парциальный 
мольный объем.
In this work presented an one­dimensional 
mathematical model of multiphase diffusion in 
binary metal system. In constructing the model 
was taken into account the effect differences of 
partial molar volumes of components on the pro­
cesses of interphase interaction.
Keywords: binary metal system, multiphase dif­




















В современном производстве разнообразных изделий, 
приборов, оборудования, техники и аппаратуры доста-
точно широко используются чистые металлы и сплавы на 
их основе. В качестве исходного материала производства 
значительно чаще выступают металлические сплавы, при 
этом сфера их применения охватывает такие основные 
отрасли, как микро- и наноэлектроника, машинострое-
ние, судостроение, авиастроение, нефтегазовая и хими-
ческая промышленность, энергетика, строительство, ра-
кетно-космическая техника.
Металлический сплав представляет собой сложный 
материал, полученный сплавлением или спеканием двух 
и более компонентов, которые являются металлами. 
В дальнейшем будем рассматривать бинарные соединения, 
состоящие из двух металлов, примерами таких систем 
могут быть AgAu ,  AlNi ,  AlTi ,  CuZn ,  al-Ni и мно-
гие другие. Сплавы имеют более сложное строение, чем 
чистый металл. В зависимости от количества фаз разли-
чают одно-, двух- и многофазные сплавы. С точки зрения 
материаловедения [1, 2] под фазой понимают однородную 
часть сплава, обладающую одинаковым химическим соста-
вом, строением, а также свойствами и имеющую границы 
раздела с другими фазами, при переходе через которые 
свойства сплава резко изменяются. Таким образом, свойст-
ва двухкомпонентных металлических сплавов во многом 
определяются фазовым составом данной системы и проис-
ходящими фазовыми превращениями.
Изучение процессов межфазного взаимодействия 
в сплавах предполагает построение новых уточненных 
математических моделей, позволяющих исследовать ши-
рокий класс различных двухкомпонентных металличес-
ких систем. Целью данной работы является описание 
математической модели процесса взаимной диффузии 
в многофазной системе.
2. Применение двухкомпонентных  
металлических сплавов
Как уже было отмечено, область применения метал-
лических сплавов очень разнообразна. Наше исследова-
ние ограничивается многофазными двухкомпонентными 
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системами. Рассмотрим для примера технологический 
процесс, применяемый в полупроводниковой промыш-
ленности при микросварке проволочных выводов, где 
важную роль играет сплав CuAl .  Из диаграммы состоя-
ний [3] известно, что его фазовый состав характеризуется 
наличием до пяти промежуточных фаз: Cu Al9 4 ,  Cu Al3 2 ,  
Cu Al4 3 ,  CuAl  и CuAl2 .  Взаимодействие промежуточ-
ных фаз данной системы определяет структурные свой-
ства сплава, характеризующие надежность соединений, 
выполненных при помощи технологии шариковой микро-
сварки (ball bonding). Принцип данной технологии за-
ключается в том, что на концевом участке проволоки 
формируется шарик из меди, который затем приварива-
ется к контактной алюминиевой площадке, как представ-




Интерес к детальному изучению технологии шарико-
вой микросварки вызван в первую очередь бурным разви-
тием микроэлектроники, где рассматриваемая техноло-
гия используется при соединении полупроводникового 
кристалла с контактной подложкой для передачи элект-
рического сигнала между ними. На рис. 2 представлено 
схематическое изображение шарикового соединения на 
контактной площадке и поперечное сечение границы 
контакта медного шарика и алюминиевой подложки пос-
ле диффузионного отжига при температуре 205 °С на 
протяжении 100—500 часов. При этом снимки а, б, в по-
казывают изменения со временем интерметаллических 







Исследованию фазообразования в системе CuAl , 
описывающему шариковое соединение, посвящены много-
численные работы, например [6—8]. Следует отметить, 
что для выполнения подобных соединений вместо Cu  
используют также Au  [9—11]. Поэтому для определения 
функциональных преимуществ CuAl  или AuAl  соеди-
нений важным является изучение процессов изменения 
фазового состава данных систем в процессе эксплуатации.
3. математическая модель многофазной  
диффузии
Процессы роста или угнетение промежуточных фаз 
при взаимной диффузии определяются изменениями, 
происходящими на микроскопическом уровне. Взаимная 
диффузия представляет собой обмен атомов в системе, 
приводящий к их перемешиванию. Теоретическим опи-
санием данного процесса и сопутствующих эффектов 
служит классическая теория Даркена.
В рамках теории Даркена объем диффузионного об-
разца предполагался постоянным. Однако для реаль ных 
металлических систем в процессе взаимной диффузии 
объем образца может изменяться [12]. Для обобщения 
данной теории предлагается учитывать парциальные 
мольные объемы каждого из компонентов системы, 
которые показывают, как изменится объем системы, 
взятой в бесконечно большом количестве при добав-
лении 1 моля данного компонента. Математическая 
модель многофазной диффузии без учета парциальных 
мольных объе мов компонентов системы была рассмот-
рена в [13].
Рассмотрим одномерную математическую модель про-
цесса взаимной диффузии в многофазной металлической 
системе AB  с учетом различия парциальных мольных 
объемов компонентов. В двухкомпонентной системе дан-
ные величины в каждой фазе связаны следующим соот-
ношением:
V N Nmn An A Bn B= +Ω Ω ,  n K= 0, ,
где Vmn  — мольный объем n-й фазы (м3 ⋅ моль–1), Ni  — 
мольная доля компонента i  ( ) ,N NA B+ = 1  Ωin mn iV N= ∂ ∂  — 
парциальный мольный объем i-го компонента в соответ-
ствующей фазе (м3 ⋅ моль–1).
При построении модели полагаем, что в пределах 
каждой фазы ΩAn const=  и ΩBn const= ,  но Ω ΩAn Bn≠ . 
Концентрационный профиль в модельной многофазной 
системе схематически представлен на рис. 3, где s tn+1( )  — 
положение подвижной межфазной границы между n-й 
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Изменение концентрации в каждой n-й фазе описы-
вается уравнением, полученным из второго закона Фика, 





















































3( ( ) ) , Ω Ω Ω Ω
где Dn  — коэффициент взаимной диффузии (м2 ⋅ с–1), 
Din  — собственный коэффициент диффузии компо-
нента i  (м2 ⋅ с–1).
Под vn  подразумеваем скорость смещения, обуслов-
ленного различием парциальных мольных объемов ком-
понентов системы в соседних фазах. Скорость данного 
смещения для каждой фазы можно выразить в явном 
виде, при этом каждое следующее значение vn+1  зависит 
от предыдущего vn .  Будем полагать, что левая граница 
образца неподвижна, тогда v0 0= .  Таким образом, все 
искомые значения могут быть найдены из полученного 
соотношения:
где N N s t tB
n n
B
n, ( ( ) , ) ,+ +≡ −1 1 0  N N s t tB
n n
B
n+ +≡ +1 1 0, ( ( ) , )  — 
равновесные значения концентрации на межфазных гра-
ницах.
Процессы конкуренции промежуточных фаз проявля-
ются в движении межфазных границ. Поскольку скорость 
движения межфазной границы определяется разнос тью 
встречных потоков атомов и скачком концентрации на 































































































С учетом влияния парциальных мольных объемов 
компонентов может измениться полный объем много-
фазной системы. В силу того, что левая граница образца 

























На границах образца поток атомов отсутствует, поэто-














Полученная математическая модель процесса много-
фазной диффузии представляет собой задачу с под-
вижными межфазными граница-
ми, известную также как задача 
Стефана.
4. выводы
Предложенная в работе ма-
тематическая модель более точно описывает процесс 
взаим ной диффузии в многофазной металлической си-
стеме и предполагает дальнейшее численное исследо-
вание. При равенстве парциальных мольных объемов 
она сводится к теории Даркена, объясняющей эффект 
Киркендалла. Дальнейшие исследования предполага-
ют создание компьютерной модели движения межфаз-
ных границ в многофазной системе. Такое программное 
обеспечение позволит исследовать процессы рос та/уг-
нетения фаз в различных бинарных металлических си-
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Досліджено процес одержання люмі­
несцентних наночастинок LaPO4 мето­
дом гомогенної нуклеації, допованих 
катіоном Eu3+, в присутності функціо­
нальних олігопероксидів. В результаті 
утворюються люмінесцентні наноком­
позити з контрольованою кристаліч­
ною структурою, що володіють реак­
ційною функціональною оболонкою.
Ключові слова: люмінесцентні нано­
композити, функціональні олігопероксиди, 
лантаноїди.
Исследован процесс получения люми­
несцентных наночастиц LaPO4 мето­
дом гомогенной нуклеации, допированных 
катионом Eu3+, в присутствии функцио­
нальных олигопероксидов. В результате 
образуются люминесцентные наноком­
позиты с контролируемой кристалличес­
кой структурой, которые обладают 
реак ционной функциональной оболочкой.
Ключевые слова: люминесцентные 
нанокомпозиты, функциональные олигопе­
роксиды, лантаноиды.
The process of obtaining a lumines­
cent nanoparticles LaPO4 via techniques 
of homogeneous nucleation, doped Eu3+ 
ca tion, in the presence of functional oligo­
peroxide. The forming luminescent nano­
composites, coated with functional reactive 
shell, as a result this method.
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Сучасні розробки нанотехнологій дозволили отри-
мати новий клас люмінесцентних нанокомпозитів. Вони 
володіють широким спектром поглинання і ярко вира-
женим вузьким піком люмінесценції у видимій частині 
спектру. Один із перспективних шляхів застосування 
нанокомпозитів в наш час є використання їх як сенсорів 
для біомолекул і медичних діагностичних систем. Та-
кі нанокомпозити можуть бути використані як мічені 
